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Abstract

The simulation of fluid is a field largely discussed, from the viewpoint of engineering, in the so-called compu-
tational fluid dynamics (CFD). A problem that occurs repeatedly in the literature of CFD is the stability of the
simulation. One of the elements that introduce instability in any CFD model is the temporal integration method.
Among the most commonly used CFD techniques, both in the field of engineering and in the computer graphics,
is SPH, which is particularly relevant to its computational simplicity. However, this technique adds stability pro-
blems due to the treatment of viscous and pressure terms arising from the formulation of Navier—Stokes. SPH also
introduces greater instability by the need to use interpolation functions appropriate to the phenomena that occur
in fluid dynamics. We present solutions to these four problems of inestability mentioned: treatment of the terms
of pressure and viscosity that appear in the Navier-Stokes, the formulation of the characteristic interpolation
Sfunction of SPH and treatment of temporal integration.

Categories and Subject Descriptors (according to ACM CCS): 1.3.5 [Computer Graphics]: Computational Geometry
and Object Modeling—Physically based modeling; 1.3.7 [Computer Graphics]: Three-Dimensional Graphics and

Realism—Animation

1. Introducciéon

La animacién del flujo de un fluido sigue siendo actualmente
un campo de investigacién abierto. Desde un punto de vista
mecdnico los fluidos son objeto de andlisis general por la
Mecénica de Fluidos y, desde un punto de vista numérico,
son objeto de estudio particular por la Dindmica de Flui-
dos Computacional (Computational Fluid Dinamics, CFD),
que describe métodos numéricos para resolver y analizar los
problemas implicados en el flujo de un fluido.

El comportamiento dindmico del flujo de un fluido se
describe comunmente a través de la ecuaciéon de Navier—
Stokes, que caracterizada para un fluido incompresible e
isotérmico podemos expresarla en términos de la formu-
lacién Larangiana como la ecuacién:

D
PF: = —VP+pg+uV, (D

En esta ecuacién p es la densidad de masa, el término D/Dt
es la derivada sustancial, v es la velocidad, P es la presion,
g es la aceleracion de la gravedad y u es la constante de vis-
cosidad del fluido. El término —V P, denominado de pre-
sion, es la fuerza que surge en el fluido como oposicién a la
variacion de presién. En consecuencia, en zonas del fluido
donde la presion es constante no aparecerdn fuerzas asocia-
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das al término de presién. El término pg es la fuerza que
surge por estar sometido el fluido a la gravedad y uV2v es
el denominado término viscoso, de naturaleza disipativa y
que depende, a través u, de las propiedades constitutivas del
fluido.

No es posible obtener, de manera general, una solucién
analitica a la ecuacidn diferencial (1) de Navier—Stokes, por
lo que en CFD se utilizan métodos numéricos. Una de las
técnicas numéricas mds utilizadas en CFD y en animacién
por ordenador (Computer Graphics, CG) es Smoothed Par-
ticle Hydrodynamics (SPH) [Mon0O5]. SPH transforma la
ecuacion de Navier-Stokes, definida en un dominio con-
tinuo, en un sistema de ecuaciones diferenciales en el
tiempo, resoluble a través de métodos basados en el desa-
rrollo en serie de Taylor.

La simulacién de fluidos con SPH presenta dos grupos de
problemas [TY09]: los relativos a la incompresibilidad del
fluido y los relativos a la estabilidad. En este trabajo sélo
tratamos de resolver algunos de los problemas relaciona-
dos con la estabilidad en la simulacién de fluidos basada
en el método SPH. Algunas de las causas de inestabilidad
en SPH son: Fluctuaciones en el flujo del fluido debido al
término de presiéon [Mon92,DC96] y al término de viscosi-
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dad [Mon92], y determinacién incorrecta de la funcién de
interpolacién [Mor95, SHS95].

En este trabajo presentamos propuestas para aumentar la
estabilidad de la simulacién mediante SPH para los proble-
mas mencionados:

1. En la seccién 4 definimos un nuevo término de presion
para mejorar la estabilidad en las regiones isobdricas.

2. En la secciéon 5 proponemos un término de amor-
tiguamiento para mejorar la estabilidad generada por el
término de viscosidad.

3. En la seccién 6 presentamos una nueva funcién de inter-
polacién.

4. En la seccién 7 describimos un método de integracién
temporal, con un orden de error adecuado a las necesi-
dades de estabilidad de SPH.

2. Trabajo Relacionado

El uso de SPH en su formulacién cldsica [GM77] plantea
algunos problemas desde el punto de vista de la estabili-
dad [ASO5], que aparecen reflejados como oscilaciones irre-
ales de las particulas durante la simulacién. Podemos agru-
par estos problemas en tres fuentes de inestabilidad: el tér-
mino de presidn, el término de viscosidad y la funcién de
interpolacién.

Para solventar los problemas de estabilidad asociados al
término de presion, algunos autores proponen introducir
un término de amortiguamiento viscoso ficticio. Uno de
los primeros en introducir dicho término fue Monaghan
[Mon92], haciéndolo depender de la velocidad, el tipo y de
las dimensiones caracteristicas del fluido, entre otras magni-
tudes. Otros autores, como Fangming et al. [FOCO07], calcu-
lan el término de amortiguamiento a partir de un potencial
escalar de tipo Lenard-Jones. El término obtenido es relati-
vamente sencillo y favorece la estabilidad, si bien requiere de
una distribucién simétrica de particulas. En caso contrario se
produce un agrupamiento irreal de particulas y un aumento
en su comportamiento errdtico, por lo que el sistema se
vuelve inestable. Toro [TorO1] afronta este problema de es-
tabilidad estableciendo una formulacién variacional del tér-
mino de presion, de este modo no es necesario considerar el
término de amortiguamiento de Monaghan. Con este método
se consigue reducir las oscilaciones, aunque las expresiones
obtenidas son complejas de resolver. Riadh et al. [ASO5],
en una linea intermedia, utiliza el método de resolucién de
Riemann, para calcular un término de amortiguamiento mas
sencillo que el de Monaghan con una menor dependencia
de los pardmetros, con lo que se gana versatilidad y esta-
bilidad. En una linea de investigacién similar Vacondio et
al. [VRSM12] vuelve a utilizar el método de resolucion de
Riemann, pero imponiendo el fluyjo de Lax—Friedrichs. La
expresién que obtiene garantiza un uso aun mds generaliza-
do del término de amortiguamiento y una mayor estabilidad.
Sigalotti et al. [SLT09] propone el uso de un método SPH

adaptativo para calcular la presion en las zonas de contorno.
El problema que plantea esta técnica es que depende de su
forma, con lo que el proceso se complica en simulaciones
con contornos complejos. Jiang et al. [JOR*12] corrige la
formulacién fundamental de SPH, para ello efectia un de-
sarrollo en serie Taylor de dicha formulacién, a partir de
la cual, rectifica la expresion de las magnitudes dindmicas
que intervienen en la ecuacién de Navies—Stokes. De este
modo evita el uso del término de amortiguamiento propuesto
por Monaghan [Mon92]. Hashemi et al. [HFM12] identifica
que el problema de la inestabilidad se encuentra en el agru-
pamiento erréneo de las particulas producido en las zonas
del contorno y lo rectifica mediante un proceso predictor—
corrector. Para corregir las posiciones de las particulas agru-
padas, emplea un desarrollo en serie Taylor de las magni-
tudes que intervienen en la ecuacién de Navier—Stokes. Para
evitar la inestabilidad en las zonas del contorno otros autores
como Safdari et al. [SZSY11] y Schechter et al. [SB12] pro-
ponen el uso de particulas virtuales o fantasmas, situadas en
las proximidades de las zonas de interaccidén sélido-liquido.
De este modo se inducen un efecto de campo local en la
presion, favoreciendo la estabilidad. Una linea diferente es
la seguida por Bodin et al. [BLS11] que utiliza formulacién
de mecdnica analitica para evitar los problemas de inesta-
bilidad en el contorno. Para ello, considera que las interac-
ciones que presenta el fluido en el contorno son formuladas,
en la ecuacién dindmica, como ligaduras holénomas y las
fuerzas de ligadura, mediante multiplicadores de Lagrange.
El método obtenido es de gran precision y reduce la inesta-
bilidad, si bien el uso de multiplicadores de Lagrange au-
menta la complejidad y exige del uso de metodologia im-
plicita, con la consecuente pérdida de precisién debida a la
viscosidad numérica [TY09].

Segtin Miiller [MCGO3] el término de viscosidad produce
inestabilidad. Para solucionarlo formula funciones de inter-
polacién ad hoc [MCGO03, MSKGO5]. Otra formulacién fue
presentada por Amini et al. [AEF11], que consiste en una re-
formulacién del término viscoso, en el que se fijan pardme-
tros dependientes de las propiedades constitutivas del fluido.
Con esta formulacion no se hace necesario el uso de una fun-
cién especifica, como ocurria con la propuesta de Miiller. Sin
embargo, el estudio de Amini presenta dos incovenientes:
el primero la eleccién precisa de los valores de los pardme-
tros, de modo que diferentes condiciones en el fluido pueden
afectar a la estabilidad de la simulacidn; el segundo es que la
expresion obtenida no siempre satisface la conservacién del
momento lineal.

Una eleccién arbitraria de la funcién interpolacién pro-
duce inestabilidades [Mon92, LXSR12]. Diversos estudios
se centran en las condiciones que deben cumplir las fun-
ciones de interpolacion para que se reduzca la inestabilidad.
Swegle [SHS95] y Fulk [Ful94] se centran en determinar las
condiciones de continuidad que tienen que satisfacer dicha
funcién para que garantice estabilidad. Otros autores, como
Liu et al. [LLLO3] y Miiller et al. [MSKGOS5], proponen el
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uso de funciones polinimicas, y fijan los criterios que deben
cumplir sus derivadas para garantizar la estabilidad. Con-
cluyen que es necesario el uso de distintas funciones de in-
terpolacién para cada uno de los términos de la ecuacién de
Navier—Stokes. En esta misma linea se sitdan los estudios
de Solenthaler et al. [SBC*11] y Lind et al. [LXSR12], si
bien la eleccién ad hoc que ellos proponen no siempre opera
de manera adecuada en problemas distintos para los que han
sido disefiado.

3. El Método SPH

En esta secciéon vamos a definir los términos relacionados
con SPH que utilizaremos en secciones posteriores.

El método SPH trata el medio continuo como un sistema
de particulas que interaccionan. Estas particulas represen-
tan fracciones discretas del volumen del fluido. Es por tanto,
una descripcién Lagrangiana del medio. Analiticamente, el
método SPH se basa en la expresion integral de cualquier
funcién real obtenida a partir la funcién & de Dirac [Mon92].
Una generalizacién de dicha formulacién sustituye a la fun-
cién & de Dirac por una funcién de interpolacién. Cualquier
funcién f(r), definida sobre un dominio €, se puede expre-
sar en términos de una funcién de interpolacién como:

) = [ W= mar, @

donde () indica que es una aproximacién, Q es el domino
de definicién de f(r), y W(r — ', h) es la funcién de inter-
polacién denominada también funcion kernel o funcion de
suavizado, que es no nula en una regién del espacio lla-
mada dominio soportado, con centro en el punto r y radio
h. La funcién kernel desempeiia un papel fundamental en el
método SPH. Se trata de una funcién monétona decreciente
con la distancia, que debe satisfacer la condicién de norma-
lizacién:

/ W(r—r h)dr =1 3)
Q

y al menos dos condiciones mds: debe ser compacta en el
dominio soportado y debe ser de paridad definida. Cualquier
funcién que cumpla estos tres requisitos podria ser utilizada
como funcién kernel. Con la ecuacién (2) se tiene una expre-
sién aproximada de cualquier funcién desconocida f(r), a
partir de valores f ('), en puntos de posicién " del dominio
soportado, interpolados por la funcién kernel W (r — #', k).
Al aplicar la ecuacién (2) sobre un dominio discretizado por
un sistema de particulas, las integrales deben transformarse
en sumatorios, en la forma expresada por la ecuacién:

N(i) fi
fi=fr) =Y, m=*

I’j*}",h, (4)
,- p]_( j»h)

Magnitudes como la aceleracion, la velocidad, la posicion,
la densidad de masa o las fuerzas asociadas a una particula i,
pueden ser calculadas mediante la ecuacion (4), donde f(r;)
hace referencia a la magnitud f definida en la posicién r; que
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ocupa la particula i, N(i) es el conjunto de las j particulas
vecinas a i que se encuentran dentro del dominio soportado
en la particula i, y donde mj, rj y p; son la masa, la posi-
cién y la densidad de masa respectivamente de la particula
j. Utilizar SPH simplifica las expresiones de las derivadas
espaciales presentes en la ecuacién (1) de Navier—Stokes, ya
que se reducen a las derivadas espaciales de la funcién ker-
nel, como vemos en las siguientes ecuaciones:

N(i) fi
Vi) = ijp—{vw(r,-—rj,h) 5)
j J
2 N f s
Vf(r) = ij;{V W (r;—rj,h). (6)
j J

Aunque con el método SPH se garantiza la conservacion de
la masa, no ocurre asi con la conservacion del momento line-
al, por lo que se hace necesario imponer ciertas condiciones
de simetria para los términos de presion y viscosidad de la
ecuacion (1) de Navier—Stokes, como veremos en las sec-
ciones 4y 5.

4. Tratamiento del Término de Presion

En esta seccién vamos a describir el proceso seguido para
obtener un término de presion para SPH que mejore la esta-
bilidad de la simulacién. En primer lugar vemos la necesi-
dad de una expresién simétrica en el término de presion,
y a continuacién describimos un nuevo término de presién
simétrico que contempla las regiones isobdricas.

Del andlisis realizado por Monaghan [Mon92] se puede
deducir que dos son las condiciones que debe cumplir el tér-
mino de presién, —V P, para que la simulacién sea estable: la
primera es que cumpla la conservacién del momento lineal,
y la segunda es que no genere comportamientos oscilato-
rios. Para obtener una expresién del término de presiéon que
cumpla la conservacién del momento, Monaghan [Mon92]
presenta un método basado en relaciones de identidad aso-
ciadas al cdlculo diferencial, expresadas en las ecuaciones:

V() = é (Y (p/() — F(r)Vp) ™

V() =p (v (%) + %Vp) ®)

Al aplicar estas ecuaciones en el cdlculo del término de pre-
sién, obtenemos expresiones en las que intervienen las pre-
siones por pares de particulas, expresiones simétricas, que
aseguran la conservacion del momento lineal. En este sen-
tido Miiller et al. [MCGO3] utilizan la presiéon promedio en-
tre cada par de particulas, que a diferencia de la propuesta
de Monaghan, no se fundamenta en relaciones de identidad.
Aunque la expresion obtenida por Miiller es mds simple que
las obtenidas por Monaghan, requiere de una eleccién meti-
culosa de la funcién kernel para evitar los comportamientos
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oscilatorios y los agrupamientos inapropiados de las particu-
las [MCGO3]. Las expresiones simétricas que se pueden
obtener, bien mediante el método de Monaghan, bien con la
propuesta de Miiller, no evitan la aparicién de inestabilides
en el campo de velocidades. Para evitar este problema Mo-
naghan [Mon92] propone el uso de un término artificial de
amortiguamiento viscoso (viscosidad artificial). Se trata de
un coeficiente cuadratico de la velocidad que se ha mostrado
muy eficaz en simulacién de fluidos a alta velocidad. Una
de las ventajas que presenta este término de viscosidad es
que no altera la conservacién del momento en aquellas ex-
presiones simétricas que previamente lo cumplian. Sin em-
bargo, por depender de la velocidad al cuadrado, en simu-
laciones de fluidos a velocidades muy inferiores a la veloci-
dad del sonido, el término no se muestra tan eficaz. Ademis,
para que este término no induzca inestabilidades, se requiere
de una correcta seleccién de dos de los pardmetros que en
él intervienen [FDTAQ09]. Un efecto importante, que no se
ha considerado en estos estudios, es el comportamiento del
fluido en zonas con igual presion, las regiones isobdricas.
En estas formulaciones, al utilizar la suma de presién entre
particulas, el gradiente no se anula en las regiones isobdricas,
como cabria esperar, lo que genera la aparicién de fuerzas no
nulas donde deberfan serlo. Estas fuerzas inducirfan un au-
mento de la velocidad no contemplado por la ecuacién de
Navier—Stokes, lo que resulta en una simulacién menos es-
table. Este hecho se hace atin mds evidente en situaciones
en las que el fluido tiende a estancarse, ya que la viscosidad
artificial propuesta por Monaghan casi no interviene. Una
forma simple de corregir este problema seria considerar la
diferencia de presiones obtenida a partir de la ecuacién (7).
Sin embargo, utilizar esta expresion en todo el fluido genera
inestabilidad fuera de las regiones isobdricas. Veamos como
obtener el término de presién propuesto. A partir de las rela-
ciones de identidad (7) y (8) podemos obtener dos expre-
siones para el gradiente de presion:

N(i)
1
VPi=—|Y mj(Pj—P)VW(rj—ri,h) ©)
P | &=
J
N(i) P, P
VPi=pi|Y mj| 5+ | VW(rj—rih) (10)
b Pi  Pi
Sumando estas ecuaciones obtenemos:
N(i)
VP, = E ijVW(rj—ri,h)Pm (11)
i | =
J

PA
Pu=|(Pj=P)+p7 | S+
J

Lid (12)
1

que resulta en una expresion con sumandos simétricos, por

lo que satisface la conservacion del momento. Sin embargo,

sigue sin anularse en las zonas en las que el gradiente

de presion es nulo. Para solventar este problema reformu-

lamos la ecuacion (11) como una combinacion lineal de am-

bos sumandos, pero ponderada mediante dos coeficientes de

control dependientes de la presion relativa, obteniendo final-

mente las ecuaciones (13) y (14), que representan el término

de presién propuesto. De este modo, aplicamos la diferencia

de presidn en las regiones isobdricas y la suma fuera de ella.
1[NV

VP, = 2o ;mjViW(rj—ri,h)Pp (13)

Py= |a(P;—P;) +Ppi %+% (14)
J 1

En (14), o y B son los coeficientes de control. Estos coefi-
cientes deben cumplir dos criterios, el primero es que 0 <
a<2y0<B<2,yelsegundo es que oo+ = 2. Con es-
tas restricciones garantizamos que cuando P; ~ P;, entonces
se cumpla que o ~ 2 y B ~ 0. Contrariamente, si P; >> P;
0 P; << Pj entonces . ~ 0y B ~ 2. Para valores de pre-
sion intermedios utilizamos la siguiente relacién cuadrdtica,
dependiente de la presion relativa:

1 2 1

donde & es un escalar que denominaremos factor isobdrico,
y P es un coeficiente de presion relativa dado por la
ecuacion:

p bl (16)

(max{P;,P;})’

A través del factor isobdrico controlamos el peso entre los
sumandos de la ecuacién (13). Este factor ofrece buenos re-
sultados para valores en el rango 0.05 < 8 < 0.25. Presenta
dos ventajas. La primera es que establecemos un umbral para
un mejor control de las regiones isobdricas, donde a mayor &
menor precision en las zonas con igual presién. La segunda
es que homogeneizamos el campo de presion entre particulas
con valores muy préximos. La consecuencia es una mejora
en la estabilidad, ya que inducimos un efecto de campo local
entre las particulas que se encuentran muy préximas con va-
lores de presion similares, sin que ello genere agrupamientos
irreales. Cuando las presiones superan el valor acotado por
, comienza a actuar el término de la suma de presiones de
la ecuacién (13), aumentando el gradiente de presion. Este
control de estabilidad se hace mds relevante en simulaciones
donde el fluido tienda a estancarse, ya que las presiones de
las particulas tienen valores muy similares. Ademds, con el
uso de la ecuacién (13), conseguimos simulaciones estables
sin necesidad de utilizar el término de viscosidad artificial
propuesto por Monaghan con lo que evitamos los proble-
mas, ya mencionados, asociados a una mala seleccién de los
pardmetros que intervienen.

5. Tratamiento del Término de Viscosidad

Una incorrecta formulacién del término de viscosidad puede
introducir inestabilidad en la simulacién debido a las fluc-
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tuaciones u oscilaciones irreales de las particulas. Veamos
inicialmente las principales propuestas en este campo, para
a continuacién describir el término de viscosidad que pro-
ponemos en comparacién con estas.

El término de viscosidad debe cumplir, al igual que el tér-
mino de presién de la seccién 4, la condicién de simetria,
para satisfacer la conservacién del momento lineal. A este
respecto se han propuesto distintas formulaciones en las que
intervienen la velocidad de las particulas por pares. Uno de
los méds empleados en CG es el propuesto por Miiller et
al. [MCGO3]. Proponen un término basado en el promedio
de la velocidad relativa de cada par de particulas. Para evi-
tar oscilaciones irreales de las particulas, requiere del uso de
funciones kernel cuyo laplaciano sea positivo, que a su vez
conlleva a que la viscosidad adquiera también valores posi-
tivos, lo cual afecta al caracter disipativo del término ,quv.
Para solventar el problema de las oscilaciones irreales, otras
investigaciones proponen un factor de amortiguamiento, que
no debe alterar la simetria del término viscoso para cumplir
con la conservacién del momento lineal, ni tampoco debe
alterar los resultados dindmicos especialmente cuando las
distancias entre las particulas es muy pequefia. En este sen-
tido Zhou et al. [ZCGL10] afiade un factor de viscosidad
dependiente de la densidad, la velocidad del fluido y de coe-
ficientes obtenidos a partir de las propiedades fisicas del
fluido. De este modo obtienen resultados estables. Amini et
al. [AEF11] presenta un término de viscosidad que depende
de la velocidad relativa entre las particulas, de manera que
a mayor velocidad mayor amortiguamiento. Evitan fluctua-
ciones irreales de las particulas, pero afecta a la simetria, y
por tanto a la conservacién del momento lineal, del término
de viscosidad. Para evitar los problemas de fluctuaciones y
conservar el momento lineal, y siguiendo la propuesta de
Zhou et al. [ZCGL10] y de Amini et al. [AEF11], presen-
tamos nuestra formulacién del término de viscosidad:

N(i) v i
,quvi =p; Z m; 'uj—zj + 'ulzl VZW(rj —ri,h)| T
b pj Pi
(7

)
T=exp\ HiPiPjlrj=ril (18)

Esta ecuacién estd calculada a partir de la ecuacién (8),
con lo que se garantiza la conservaciéon del momento li-
neal. Le afiadimos un factor de amortiguamiento exponen-
cial, ecuacion (18), dependiente de la velocidad relativa en-
tre particulas, su distancia y el radio del dominio soportado.
De este modo, obtenemos un factor simple pero eficiente
que aumenta el amortiguamiento conforme crece la distan-
cia y la velocidad relativa. A diferencia de la propuesta de
Amini et al. [AEF11], este factor mantiene la conservacion
del momento lineal. Ademds no requiere de funciones ker-
nel con un laplaciano positivo, y por tanto evita los proble-
mas de la solucion de Miiller et al. [MCGO3]. En la ecuacion
(17), p; y p; son las constantes de amortiguamiento viscoso
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asociadas a las posiciones de las particulas i y j respectiva-
mente, y 4; es el dominio soportado asociado a la particula i.
Como podemos observar al analizar la ecuacién (17), al in-
tervenir /; en el denominador de la exponencial favorecemos
la interaccién entre particulas dentro del dominio soportado,
y aumentamos el amortiguamiento cuando se aproximan al
limite, es decir cuando |r; — rj| — h;. Ademds, formulamos
un amortiguamiento selectivo con el que permitimos la in-
teraccion a corta distancia, y controlamos los desplazamien-
tos irregulares a larga distancias, amortigudndolos. De este
modo favorecemos la cohesién propia del fluido y evitamos
fluctuaciones, favoreciendo todo ello la estabilidad.

6. Nueva Funcion Kernel

Veamos en primer lugar, segtin los trabajos relacionados, qué
caracteristicas debe cumplir una funcién kernel. Destacare-
mos aquellas caracteristicas que garantizan o mejoran la es-
tabilidad del sistema simulado. Finalmente proponemos una
nueva funcién kernel.

En la seccién 3, mencionamos los requisitos basicos que
debe cumplir una funcién kernel: normalizacién, compaci-
dad y paridad. Fulk [Ful94] afirma que las funciones ker-
nel cuyas derivadas sean continuas y suficientemente suaves
mejoran la estabilidad. De lo que se deduce que una fun-
cién cuya derivada tenga discontinuidad de salto puede in-
ducir inestabilidad. Swegle et al. [SHS95] demostraron que
la inestabilidad estaba intimamente relacionada con las ca-
racteristicas de la funcién kernel. Morris [Mor95] estudié
la precision que se obtenia con distintas funciones kernel,
y demostré que una correcta eleccién podia mejorar la es-
tabilidad del sistema. Capuzzo—Di Lisio [CDDLO00], en una
linea analitica similar a la de Morris, establecié las condi-
ciones que debe cumplir la funcién kernel para obtener es-
tabilidad. Belytschko et al. [BGL*00], efectdan un andlisis
sobre el grado polindmico de las funciones kernel. Liu et
al. [LLLO3] relacionan la estabilidad de la funcién kernel
con su continuidad y la de sus derivadas. Demuestran que
cuanto mayor sea la clase de la funcién utilizada mejor serd
la estabilidad obtenida, y exigen que una funcién kernel,
para que garantice estabilidad, debe ser al menos de clase
c’. Hongbin—Xin [HXO05] establece tres criterios para de-
mostrar si una funcién kernel es estable: primero, las mag-
nitudes dindmicas de sus particulas son iguales; segundo, la
funcién kernel da como resultado que cualquier magnitud
dindmica adimensional vale 1 y la de su derivada vale 0; y
tercero, que la derivada de la funcién kernel es nula cuando
la distancia tiende a cero. Establecemos por tanto que segtin
los trabajos mencionados una funcién kernel es estable si:

e Es simétrica respecto del origen.

e Tanto ella como su primera derivada se anulan en el limite
del dominio soportado, con lo que se evita la aparicién de
inestabilidades en el término de presion.

e Es definida positiva, para impedir que la densidad de masa
sea negativa.
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e Cuanto mayor sea el grado polinémico de la funcidn,
mejores serdn los resultados obtenidos. Este hecho esta
relacionado con la clase C" de la funcién kernel, por lo
que una funcién de clase C*°, serfa muy adecuada desde
la pespectiva de la estabilidad.

e Cumple con los mencionados criterios establecidos por
Hongbin—Xin.

Veamos algunos trabajos que proponen funciones kernel que
cumplen algunas de estos criterios de estabilidad.

Monaghan [Mon92] propuso una funcién gaussiana que
no satisface la condicién de compacidad en el dominio so-
portado ya que presenta una extension espacial infinita. Mo-
rris [Mor96] solventd ese problema de compacidad mediante
el desarrollo de funciones Spline de quinto grado que presen-
tan un comportamiento Optimo en simulaciones a alta ve-
locidad, lo que las hace ideales en simulaciones de gases,
no obstante no ofrecen un comportamiento tan éptimo en
simulaciones de liquidos a bajas velocidades. Dresbum y
Cani [DC96], proponen un polinomio de tercer grado, con
el que se obtienen buenos resultados en situaciones de baja
densidad nodal, sin embargo, presenta dos inconvenientes:
el primero es que no es adecuado para aproximar el término
de viscosidad de la ecuacion de Navier—Stokes, [MCGO03],
el segundo es que la primera derivada presenta una discon-
tinuidad de salto, lo cual, segin Fulk [Ful94], afecta a la
estabilidad. Miiller et al. [MCGO03] resuelven este udltimo
problema planteado definiendo una funcidén cubica especi-
fica para el término viscoso. Pero Johnson et al. [JSB96]
demuestran que las funciones cubicas producen inestabili-
dades. Liu et al. [LLLO3] proponen una funcién polinémica
de cuarto grado que ofrece buenos resultados si se operaba
con una alta densidad de particulas. De todo lo afirmado
hasta ahora, se deduce que la mejor funcién kernel serd aque-
lla que sea de clase C°°, con una forma similar a la funcién
gaussiana, pero compacta, simétrica, definida positiva y que
se anule en el limite del dominio soportado. Lo mismo exi-
giremos para su derivada. Con estas premisas calculamos
nuestra funcién kernel. Se trata de una funcién sinusoidal
elevada al cuadrado, con lo que garantizamos que es definida
positiva en el dominio soportado, con una forma muy similar
a la funcién de Gauss, compacta, simétrica, y que se anula en
el limite del dominio soportado, tanto ella como su derivada.
La expresion de nuestra funcion kernel es:

sen2 (ER)
Ay | ——0 L

b h<R<h
W (R,h) = <ﬁR>
0 R<—h,R>h

19)
donde R es la distancia relativa entre particulas, & es el radio
del dominio soportado y Ag es la constante de normaliza-
cion. Para calcular Ag interpolamos nuestra funcién con una
funcién Q-Spline, obteniendo un valor de

Ag = 5.471870115/(nth?)

m— kernel
= gradient
—— laplacian

0.8+
0.6+

04

Figure 1: Funcién kernel propuesta, su gradiente y su lapla-
ciano. Hemos considerado R = T en la representacion.

La forma que presenta nuestra funcién kernel, asi como
sus derivadas, se muestra en la figura 1, donde se eviden-
cian algunas de sus caracteristicas relevantes, como son la
compacidad, la simetria, el contorno suave y la nulidad en
el limite del domino soportado tanto de ella como de su
derivada. Ademds de las caracteristicas analiticas de nues-
tra funcién kernel, que ayudan a la estabilidad del sistema,
presenta la ventaja adicional de poder utilizarla como unica
funcién kernel para calcular la densidad de masa, el término
presion y el término viscoso, a diferencia de otras formu-
laciones [CBP05, MCGO03] que requieren de distintas fun-
ciones kernel para cada uno de los términos de la ecuacién de
Navier—Stokes. Como vemos por la forma del gradiente en
la figura 1, en los limites del dominio soportado, distancias
proximas a A, la forma sinusiodal induce la aparicién de in-
teracciones repulsivas y atractivas. Esto evita los problemas
de uso de fuerzas ficticias sinusoidales, como las propuestas
por Tartakousky et al. [TMWOQ9], para conseguir estabilidad
en simulaciones en las que se analiza la formacién e inter-
accién de gotas de liquidos. A pesar de que en [MCGO03]
se afirma que una funcién kernel cuyo laplaciano presente
valores negativos puede generar inestabilidades, en nuestro
caso tal fenémeno no aparece, como demostraremos mds
adelante.

Para evidenciar la estabilidad de nuestra funcién kernel
utilizaremos los criterios de estabilidad fijados en el estudio
de Hongbin—Xin [HXO05], segun el cual a partir de un sistema
en situacidn estable con magnitudes dindmicas adimensiona-
les se cumplirdn las ecuaciones:

R R , (R
(R oy w(s_ & s, R
M (E’a)fs; {W(a ad)+W(a+ad):| 1)

oW

5| =0 (22)

r=0
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=
= I
S|la|=w|b| 2
Spiky X | X 0,1,2
Exponencial X | X | X
Quartic X | X | X 0,1
Quintic X | X | X 0,1
Q-Spline X[ X | X 0,1,2
Proposed X X| X | X 0,1

Table 1: Comparativa entre las caracteristicas de la funcién
propuesta y otras funciones kernel.

R \ oW /(R /(R
(o) -5 () (o) @

(R L [OW (s R oW (s R
v (3oL Gaa) 5 ()
(24)
donde M es una relacion obtenida a partir de la ecuacién (4),
N es la derivada de la expresion M, d es la distancia entre
las particulas en la configuracién inicial, & es el radio sopor-
tado adimensional y n hace referencia al nimero de térmi-
nos que se desea considerar en el sumatorio. Hongbin—Xin
afirma que las funciones kernel que garantizan la estabilidad
son aquellas que cumplen que el valor de la expresion (20) es
1 y el de la expresion (23) es 0, independientemente del valor
R/d. En la figura 2 mostramos los valores que adquieren las
magnitudes M y N para diferentes valores de R/d. Podemos
observar en la figura que la funcién kernel que proponemos
cumple con los criterios de estabilidad fijados por Hongbin—
Xin, ya que:

ow

r=0

=0 (25)
independientemente del valor R/d. Ademds de la probada
estabilidad de nuestra funcion kernel, vamos a evidenciar sus
buenas caracteristicas realizando una comparativa con otras
funciones cuyo uso en SPH es muy extendido. Dicha com-
parativa se muestra en la tabla 1. En la tabla 1 el campo Nul!
in R = h hace referencia al orden diferencial que se anula
en los limites del dominio soportado, 0 indica que se anula
la funcién kernel, 1 se anula la primera derivada, 2 se anula
la segunda derivada. De los resultados obtenidos podemos
afirmar que nuestra funcién kernel cumple todas las carac-
teristicas de estabilidad.

7. Nuevo Método de Integracion Temporal

Resolver la ecuacién diferencial (1) de Navier—Stokes per-
mite conocer el comportamiento dindmico del fluido. No es
posible obtener, de manera general, una solucién analitica
a esta ecuacioén, por lo que en CFD se utilizan métodos

(© The Eurographics Association 2012.

numéricos. Uno de los problemas que presentan estos méto-
dos, es el de la estabilidad en la simulacidn, especialmente
en la integracién temporal. Para mejorar la estabilidad es
posible utilizar métodos implicitos de integracion temporal,
que transforman la ecuacién de Navier—Stokes en un sis-
tema de ecuaciones cuya dimension depende del nimero
de particulas. Para obtener simulaciones precisas requeri-
mos de miles de particulas, lo que se traduce en un elevado
coste computacional. Esta desventaja es aiin mayor cuando
aplicamos métodos implicitos a sistemas dindmicos opera-
dos mediante una formulacién Lagrangiana de la ecuacién
del fluido, ya que el sistema obtenido aparece fuertemente
acoplado, lo cual ralentiza atin més el proceso de resolu-
cion. Estas desventajas han llevado a que los métodos im-
plicitos de integracién temporal suelan emplearse con for-
mulaciones Eulerianas [Lanl1]. Un modo de simplificar el
sistema obtenido por la aplicacién de una metodologia im-
plicita, es mediante el uso de métodos aproximativos, si
bien inducen amortiguamientos ficticios que afectan a la pre-
cision y estabilidad de los resultados [SCJ12]. La utilizacién
de métodos explicitos mejora los costes computacionales y
reduce la complejidad de la resolucién del problema, si bien
para obtener resultados estables debemos utilizar pasos de
tiempo inferiores a los utilizados en los métodos implici-
tos, o bien debemos emplear métodos multipaso, que redun-
darfan en el aumento del coste computacional. Por lo gene-
ral, en sistemas operados mediante SPH se utiliza el método
de Verlet [CMO09]. Si bien se obtienen buenos resultados vi-
suales, el error cometido es del orden O(n4) €cOmo maximo,
lo cual exige que el paso de integracién sea muy pequefio
para que los resultados obtenidos sean precisos. Proponemos
la utilizacién de un método explicito con un orden de error
muy bajo, que nos permita aumentar el paso de tiempo sin
inducir inestabilidad. El problema de la imprecision es mas
evidente en situaciones en las que el sistema comienza a ser
inestable, ya que ello implica que las fuerzas presentes en la
integracion cambian apreciablemente dentro de cada paso de
integracidn, lo que favorece atin mds la inestabilidad. Blanc
y Pastor [BP12] reducen este problema utilizando el método
de Runge—Kutta, aumentando el orden de error hasta como
méximo (Q(n5 ). Asi se mejora la precision de los resultados,
pero el proceso se torna mas complejo, lo que implica un au-
mento del coste computacional. Para obtener unos resultados
precisos que mejoren la estabilidad, sin que ello implique
un aumento en el tiempo de cdlculo, presentamos nuestro
método de integracion temporal. Basicamente, para desarro-
1larlo seguimos un proceso de cdlculo similar al descrito por
Modak y Sotelino [MS02], pero adaptado para obtener un
método explicito. Partiendo del desarrollo en serie de Tay-
lor para las magnitudes posicidn, velocidad y aceleracién, y
considerando el teorema del valor medio, obtenemos:

Ar? Ar?
Upi1 = Un+Atvy + TGn + 32? (2an —2ay—1 +ay—2),
' (26)
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Figure 2: Comparativa de funciones kernel segtn criterios de estabilidad.

At
Vn+1 = Vn + Atan + 7B1 (Za,, —2a,1 +an72) 27)

ant1 = PBo (3an —2ay—1 +ay—2) At (28)

donde ay+1, Vut1, Unt1 hacen referencia a la aceleracion,
velocidad y posicién en el instante ,,, 1, y donde Bo, B1 y B2
son pardmetros de estabilidad que cumplen las relaciones

Bo=1

By +B1 — 1.082B, + 1.19B; =0

El orden de error cometido para la posicién es de O(n6),
muy superior al ofrecido por el método de Verlet o el de
Runge—Kutta. Sin embargo, esta mejora sélo exige, si se
compara con el método de Verlet, almacenar un valor mas,
el asociado a a,_;, con lo que ganamos precisién sin un
apreciable coste de almacenamiento. El paso de integracién
tiene que satisfacer la condicién de Courant—Friedrich—Levy
[HK89].

8. Resultados

Para validar todas y cada una de las propuestas presentadas
en este trabajo, hemos desarrollado un simulador de fluidos
basdndonos en la propuesta WCSPH [BTT09]. Aunque la
ecuacién (1) se obtiene bajo la hipétesis de fluido incom-
presible, es mds adecuado, sobre todo cuando se trata con
liquidos, considerar que estos poseen cierto grado de com-
presibilidad. Analiticamente, que un fluido sea ligeramente
compresible implica que la densidad de masa y la presién no
son independientes, sino que estdn relacionadas a través de
una expresién denominada ecuacion de estado. Existen di-
versas formulaciones para establecer la ecuacién de estado
de un liquido, una de la mds utilizadas es la ecuacion de
Tait [Bat74]. Para esta ecuacién hemos utilizado un valor
del coeficiente empirico 7y inferior a 7 como en [AEF11].

Para la deteccién de particulas vecinas utilizamos una téc-
nica basada en un algoritmo NNS, seglin se describe en
Teschner et al. [THM*03]. Para la respuesta consideramos
el modelo con pérdida de energia, en la interaccién sélido—
fluido, descrito por [SBC*11]. Para considerar la tensién su-
perficial hemos seguido el método descrito por Miiller et al.
[MCGO3]. Los resultados graficos obtenidos se muestran en
la figura 3. En la parte izquierda de la figura mostramos una
captura de la simulacién con particulas, donde las particu-
las han sido coloreadas en base a la densidad asociada a las
mismas. En la parte derecha mostramos el mismo estado de
simulacién que aparece en la figura de la izquierda, pero ren-
derizado. Para obtener estos resultados hemos utilizado los
siguientes valores para los pardmetros, en unidades interna-
cionales: 0.001 para Az, 7018 como nimero de particulas,
0.01 para h, 985.63 para p, 0.26 para u, 25 - 103 como masa
de la particula, 5.65 para v, 4.5 - 1073 para el coeficiente
isobdrico 8, 1 para By, 0.7586 para B; y 1.101 para ;. En
las simulaciones generadas observamos una mayor cohesién
entre capas, como se evidencia por la forma de la cresta de
la ola en la figura 3. Esto se debe a que en zonas de pre-
sién muy proximas, regiones isobdricas, la componente de
las fuerzas asociadas a la presion desaparece, apareciendo un
desplazamiento laminar mds suave, lo que también favorece
una forma mds real del frente de la ola.

9. Conclusiones

Hemos revisado en este trabajo algunos elementos utilizados
en la simulacién de fluidos mediante SPH, con la intencién
de aumentar la estabilidad de la misma. Hemos operado so-
bre el término de presion de la ecuacién de Navier—Stokes,
en el que hemos introducido un coeficiente de presién para
simular adecuadamente y con precision las zonas del fluido
con igual presion. La expresion obtenida nos da estabilidad
sin necesidad de introducir un término de amortiguamiento

(© The Eurographics Association 2012.
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Figure 3: Una ola simulada haciendo uso de los mecanismos de mejora de la estabilidad descritos. A la izquierda la simulacién
generada por el simulador basado en SPH. A la derecha el mismo estado de simulacién pero renderizado.

ficticio. Hemos compensado las posibles oscilaciones aleato-
rias introduciendo un factor de amortiguamiento viscoso,
simple pero efectivo, dependiente de la velocidad relativa y
de la distancia entre las particulas. De este modo favorece-
mos los movimientos a corta distacia, pero amortiguamos
conforme ésta aumenta, favoreciendo la cohesién propia
de los fluidos reales. Hemos propuesto una funcién kernel
cuyas caracteristicas mejoran la estabilidad ya conseguida
con los términos de presion y viscosidad. Una funcién ker-
nel que puede ser utilizada para calcular todos lo términos
de la ecuacién de Navier-Stokes. Finalmente describimos
un método de integracion temporal explicito, desarrollado
a partir de un método implicito y con una precision superior
a la obtenida por otros métodos de integracién explicitos.
La conjuncién de estas cuatro mejoras permite obtener re-
sultados satisfactorios incluso con un nimero de particulas
relativamente bajo. Para validar todas estas conclusiones se
ha desarrollado un simulador de SPH en el que se han imple-
mentado todas las propuestas. No hemos entrado en este tra-
bajo en las soluciones propuestas para paralelizar el método,
que sin duda mejorarian el coste computacional. Las pro-
puestas presentadas pueden ser aplicadas tanto a soluciones
secuenciales como la utilizada en el apartado de resultados
y a soluciones paralelizables.
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